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چکیده
می باشد ماتریس تکمیل اطلاعات، بازیابی جدید روش های از یکی

داده های و فیلم تصویر، صوت، قبیل از داده ها اغلب که آنجایی از و

مسائل حل برای روش این می باشند ماتریس به تبدیل قابل عددی

براساس ماتریس تکمیل مسئله ی است. مفید بسیار اطلاعات بازیابی

بازیابی و ماتریس تکمیل به ناقص، ماتریس رتبه ی مینیمم سازی

تکمیل ماتریس رتبه ی که طوری به می پردازد دست رفته از اطلاعات

نظیر متعددی الگوریتم های و روش ها تاکنون شود. مینیمم شده

روش های و رتبه بر مبتنی روش های مرکزی، نرم بر مبتنی روش های

روش های است. شده ارائه مسئله این حل برای خودضربی به موسوم

منفرد مقدار تجزیه محاسبه ی به نیاز علت به مرکزی نرم بر مبتنی

پیچیدگی دارای مسئله، حل برای شده ارائه الگوریتم از تکرار هر در

می باشند. ناکارآمد بزرگ ابعاد در خصوصاً و بوده زیادی محاسباتی
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روش های ماتریس، رتبه ی رسانی به روز برای کارآمد و مفید الگوریتم های وجود عدم به د لیل همچنین

تصاویر، مانند واقعی داده های روی می باشد عامل چند به ماتریس تجزیه ی آن ها اساس که رتبه بر مبتنی

روش دو خصوصاً ،١ (SR) خودضربی روش های و می باشند روش ها به سایر نسبت بیشتری خطای دارای

اما هستند. بهتری نتایج دارای ٣ (SR-LR) رتبه پایین روش و ٢ (SR-LS) مربعات کمترین تقریب

برای زیاد زمان صرف و محاسباتی پیچیدگی رتبه پایین، روش خصوصاً خودضربی روش های بزرگ عیب

موسوم روش های سرعت افزایش برای راهکار چند ارائه ی به مقاله این در می باشد. همگرایی به رسیدن

روش ها این روی مقاله در شده معرفی راهکار های اجرای از حاصل عددی نتایج می پردازیم. خودضربی به

می باشد. محاسباتی پیچیدگی نظر از روش ها این کارایی بهبود و سرعت افزایش دهنده ی نشان

مقدمه . ١

می باشد. آن ها اساس بر نتیجه گیری و اطلاعات و داده ها  جمع آوری تجربی، علوم از بسیاری پایه ی

به وسیله ی داده ها در اختلال و داده ها رفتن بین از نظیر زیادی مشکلات با همراه اطلاعات جمع آوری اما

آن ها، از بخشی تغییر و رفتن بین از صورت در داده ها مجدد جمع آوری قطعاً  و می باشد خارجی عوامل

اطلاعات بازسازی و بازیابی اطلاعات، عصر در بنابراین می باشد. ناممکن اوقات گاهی و پرهزینه بسیار

جدید روش های از یکی داریم. کار و سر آن با که است مهمی مسائل از یکی خارجی عوامل با یافته تغییر

رادار، مانند مختلف علوم و رشته ها پژوهشگران از بسیاری توجه اخیر سال های در که اطلاعات بازیابی

شیمی، آمار، ماشین، یادگیری الگو، تشخیص مدل، کاهش ویدئو، در حرکات تشخیص سیستم، شناسایی

تکمیل مسئله ی است کرده جلب به خود را ... و داده ها سازی متراکم گسسته، سازی بهینه سیستم، نظریه

از اطلاعات بازیابی و ماتریس تکمیل مسئله، این اساس . [۵ ،١ ،۴ ،٩] می باشد رتبه پایین ماتریس

مسئله ی در بودن رتبه پایین فرض شود. مینیمم شده تکمیل ماتریس رتبه ی که به طوری می باشد دست رفته

داده ها از بسیاری به مرتبط ماتریس های ستون های زیرا است؛ کارآمدی و مفید فرض ماتریس تکمیل

می رتبه پایین ماتریس یک تشکیل به منجر امر همین که [٣] می باشند پایین بعد با زیرفضا یک به متعلق

مسئول ∗نویسنده
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به معمولا افراد زیرا است ناقص همیشه فیلم امتیاز ماتریس فیلم، ارائه ی خدمات در مثال به عنوان  شود.

سلیقه ی با است ممکن مختلف خریداران که آنجا از اما می دهند. امتیاز فیلم ها مجموعه ی از کمی تعداد

کامل با باشد. رتبه پایین می تواند فیلم امتیاز ماتریس بدهند، یکسان امتیاز مختلف به فیلم های به هم شبیه

ماتریس نیز تصویر پردازش مسائل در کرد. تولید سفارشی بسته های می توان فیلم، امتیاز ماتریس کردن

است ممکن تصویر مختلف ردیف های و ستون ها زیرا باشد؛ رتبه پایین می تواند تصویر یک پیکسل های

نویزها بردن بین از در به ما پیکسل، ماتریس بودن رتبه پایین ویژگی باشند. یکسان بافت یا وضوح دارای

.[٣] می کند کمک نیز تصویر مبهم قسمت های بازیابی و

و AT ، Rm×n فضای در ماتریس یک نشانگر A صورت به ایتالیک و بزرگ حروف مقاله این در

زیر ،Ω مجموعه ی روی تصویر عملگر PΩ می باشند. A ماتریس (i, j) درایه ی و ترانهاده به ترتیب Ai j

می شود[۶] تعریف زیر به صورت ،A ماتریس اندیس های مجموعه ی از مجموعه ای

PΩ(.) : Rm×n → Rm×n,

PΩ(Ai j) =


Ai j (i, j) ∈ Ω,

٠ otherwise.

(١ . ١)

یک ناصفر منفرد مقادیر مجموع با برابر مرکزی، نرم به موسوم ∥.∥∗ ماتریس، رتبه ی بیانگر Rank(.)

[٢] می شود تعریف زیر به صورت و بوده ۴ منفرد مقدار کاهش عملگر Dτ می باشد. ماتریس

Dτ (A) = UDτ (Σ) VT , Dτ(Σ) = diag ({σ − τ}+) . (١ . ٢)

که

{σ − τ}+ =


σ − τ σ > τ,

٠ otherwise.
(١ . ٣)

4singular value thresholding (SVT)
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Σ = diag
(
{σi}١⩽i⩽r

)
و بوده Rank (A) = r با A ∈ Rm×n ماتریس منفرد مقدار تجزیه ی A = UΣVT

عامل محاسبه ی عملگر QR(.) همچنین می باشند. A ماتریس منفرد مقادیر σi, i = ١, . . . , r که می باشد

می باشد. دلخواه ماتریس یک QR تجزیه ی در متعامد

بیان زیر به صورت می توان را ماتریس تکمیل مسئله ی ماتریس، بودن رتبه پایین ویژگی از استفاده با

کرد

اندیس های مجموعه ی Ω اگر باشد، مشخص درایه ی N با داده ها ماتریس W ∈ Rm×n کنیم فرض

تکمیل مسئله ی آن گاه باشد، یکنواخت و تصادفی توزیع دارای و |Ω| = N با شده شناخته درایه های

[٩] داد ارائه زیر به صورت می توان را رتبه پایین ماتریس

min
X

Rank(X),

s.t. PΩ(X) = PΩ(W),
(۴ . ١)

از .[٢ ،۶] می باشد نامحدب مسئله ی یک و غیرچندجمله ای محاسباتی پیچیدگی نظر از (۴ . ١) مسئله ی

Rank(.) تابع می توان باشد، می ماتریس ناصفر منفرد مقادیر تعداد با برابر ماتریس یک رتبه ي که آنجایی

کرد جایگزین می باشد (۴ . ١) مسئله ی هدف تابع ۵ محدب یافته ی تخفیف صورت که ∥X∥∗ تابع با را

می شود نوشته زیر صورت به ماتریس تکمیل مسئله ی  ،(۴ . ١) مسئله ی در ∥X∥∗ تابع جایگزینی با .[٢]

min
X
∥X∥∗ ,

s.t. PΩ (X) = PΩ (W) .
(۵ . ١)

را (۵ . ١) مسئله ی ،(۴ . ١) مسئله ی جای به می توان ماتریس تکمیل مسئله ی جواب یافتن برای بنابراین

5convex relaxation
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می باشد زیر به صورت منفرد مقدار تجزیه ی تکراری الگوریتم از استفاده با مسئله این حل کرد. حل


Xk = Dτ

(
Yk−١
)

Yk = Yk−١ + δPΩ
(
W − Xk

) (۶ . ١)

تجزیه ی محاسبه ی به خاطر الگوریتم امااین می باشد. اولیه مقدار Y٠ و مثبت گام طول δ ، τ > ٠ که

.[١٠] می باشد پرهزینه بسیار بزرگ ابعاد در آن، تکرار هر در ماتریسی ضرب و منفرد مقدار

یک ماتریس ستون های و سطرها برخی بین که گرفت نتیجه می توان ماتریس بودن رتبه پایین فرض با

محاسبه را آن ناشناخته ی درایه های می توان خطی رابطه ی این از استفاده با و است برقرار خطی رابطه ی

همین اساس بر نیز رتبه پایین ماتریس یک تقریب و ماتریس تکمیل روش های و راهکار ها .[١٠] کرد

.[٣] است شده ارائه - است مسائل این رتبه پایین ساختار از ناشی که - ستون ها بین وابستگی

ماتریس تکمیل مسئله ی حل روش های . ٢

و مزایا و پرداخته ماتریس تکمیل مسئله ی حل برای موجود روش های برخی معرفی به بخش، این در

می کنیم. بررسی را روش ها این معایب

رتبه بر مبتنی روش های . ٢ . ١

حل روش های از مهمی دسته ی می شوند، ارائه ماتریس تجزیه ی اساس بر که رتبه بر مبتنی روش های

با را r < min (m, n) رتبه ی با m × n ناقص ماتریس روش ها این می باشند. ماتریس تکمیل مسئله ی

می باشد شده تکمیل ماتریس آنها ضرب که می کنند بازیابی عامل، سه یا دو به ماتریس تجزیه ی از استفاده

یک روی منفرد مقدار تجزیه ی محاسبه  یا تکرار هر در منفرد مقدار تجزیه ی محاسبه ی حذف دلیل به و

اهمیت حائز نکته ی اما .[۶ ،٩] می باشند کمی محاسباتی پیچیدگی دارای کوچک تر، ابعاد با ماتریس

از استفاده با آن بازیابی برای ماتریس، بودن ناقص وجود با که است این روش ها از دسته این مورد در

نشده ارائه آن برای کارامدی الگوریتم تاکنون که می  باشیم ماتریس رتبه ی شناسایی نیازمند روش ها این

آن ها بالای دقت و کم محاسباتی پیچیدگی وجود با رتبه بر مبتنی روش های خطای بنابراین .[١١] است

رسانی به روز برای کارآمد و مفید الگوریتم های وجود عدم دلیل به معلوم، رتبه  ی با مصنوعی داده های روی

کارآیی فاقد روش ها این نتیجه در و می یابد افزایش تصاویر مانند واقعی داده های روی ماتریس، رتبه ی
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مبتنی روش های مهم ترین از یکی معرفی به مقاله این در می باشند. پایین رتبه ماتریس بازیابی برای لازم

می کنیم. بسنده رتبه بر

(FTF) سریع سه تایی تجزیه ی روش . ٢ . ١ . ١

روش یک [۶] در (۶ . ١) تکراری روش در منفرد مقدار تجزیه ی محاسباتی هزینه ی کاهش برای

،L ∈ Rm×r به طوری که X = LMR دادن قرار با روش این در است. شده ارائه ۶ سریع سه تایی تجزیه ی

یک به (۵ . ١) مسئله ی ،RRT = I و LT L = I که r ≪ min(m, n) و R ∈ Rr×n ،M ∈ Rr×r

متناوب جهت روش اساس بر مدل یک و تبدیل M ∈ Rr×r ماتریس روی کوچک تر مینیمم سازی مسئله ی

زیر به صورت مسئله ،(۵ . ١) مسئله ی در X = LMR اعمال با می گردد. ارائه آن حل برای ٧ ضرایب

بود خواهد

min
M,L,R

∥M∥∗

s.t. PΩ(LMR −W) = ٠,

LT L = I,

RRT = I.

(٢ . ١)

قابل Z = LMR کمکی متغیر از استفاده و ضرایب متناوب جهت روش از استفاده با (٢ . ١) مسئله ی

می شود بازنویسی زیر صورت به (٢ . ١) مسئله کمکی، متغیر افزودن با می باشد. حل

min
M,L,R,Z

∥M∥∗

s.t. PΩ(Z −W) = ٠,

Z = LMR

LT L = I,

RRT = I.

(٢ . ٢)

6Fast Tri Factorization
7 Alternating direction method of multipliers (ADMM)
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می شود تعریف زیر به شکل (٢ . ٢) مسئله ی افزوده ی لاگرانژین

ℓµ(M, L,R, X,Y, µ) = ∥M∥∗ + ⟨Y, Z − LMR⟩ + µ
٢
∥Z − LMR∥٢F ,

s.t. PΩ(Z) = PΩ(W),
(٢ . ٣)

جهت روش از استفاده با مسئله حل تکراری مراحل می باشد. جریمه ضریب µ و لاگرانژ ضریب Y که

است شده ارائه زیر به صورت [۶] در ضرایب متناوب



Mk+١ = Dµ−١

((
Lk
)T (

Zk + Yk/µ
) (

Rk
)T )
,

Zk+١ = LkMk+١Rk − Yk/µ + PΩ
(
W − LkMkRk + Yk/µ

)
,

Lk+١ = QR
((

Yk/µ + Zk
) (

Rk
)T )
,(

Rk+١
)T
= QR

((
Yk/µ + Zk

)T
Lk+١
)
,

Yk+١ = PΩ
(
Yk + µ

(
Zk+١ − Lk+١Mk+١Rk+١

))
,

(۴ . ٢)

خودضربی روش . ٢ . ٢

وجود زیادی داده های داده ها، از بسیاری بازیابی برای ماتریس بودن رتبه پایین ویژگی کارایی وجود با

تعداد افزایش با صورت این در می باشند. پایین بعد با زیرفضا چندین به متعلق آن ها ستون های که دارند

بودن رتبه پایین ویژگی از استفاده و باشد کامل رتبه حتی یا رتبه بالا است ممکن اصلی ماتریس زیرفضاها،

ارائه خودضربی روش به موسوم روش [٣] منبع در مسائل از دسته این حل برای ندارد. مفهومی ماتریس

چندین از شده تشکیل رتبه بالای ماتریس های بازیابی برای رتبه پایین ماتریس های بازیابی بر علاوه که شد

هر برای می توان که است این خودضربی روش اصلی ایده ی است. مناسب نیز پایین، بعد با زیرفضای

به نحوی را S ∈ Rn×n غیرهمانی ضرایب ماتریس ،r < min (m, n) رتبه ی با X ∈ Rm×n ماتریس

دادن قرار با می باشد W ناقص ماتریس تکمیل X که کنیم فرض اگر بنابراین .[٣] X = XS که یافت

X ماتریس تکمیل مسئله ی می توان X ماتریس نرم به جای S ماتریس از نرمی کردن مینیمم و X = XS



٢۶۴١٩ - ٩ (١۴٠٠) (٣)٧ جبرخطی و موجک ها شاکری/ آقامحمدی،

[٣] کرد بیان زیر به صورت را

min
X,S
∥S ∥ℓS

s.t. X = XS ,

PΩ (X) = PΩ (W) ,

(۵ . ٢)

یا

min
X,S ,E

∥S ∥ℓS + λ∥E∥
٢
F

s.t. X = XS + E,

PΩ (X) = PΩ (W) ,

(۶ . ٢)

شدن بزرگ از که است جریمه ای ضریب λ و بوده S ماتریس روی دلخواه شده ی اعمال نرم ∥.∥ℓS که

مسئله ی S ماتریس روی محدب نرم یک اعمال و λ مناسب انتخاب با می کند. جلوگیری دوم عبارت

بالا مسئله ی ماتریس، روی ١ نرم و ٢ نرم مرکزی، نرم سه اعمال با داشت. خواهد یکتا جواب یک بالا

کرد ثابت می توان و می شود منجر ٨ (SR-Sp) تنک و مربعات کمترین رتبه پایین، خودضربی مسائل به

مسئله ی اختصار به مقاله این در می باشد. ماتریس تکمیل مسئله ی جواب معادل فوق مسائل جواب که

رتبه پایین به موسوم

min
X,S ,E

∥S ∥∗ + λ∥E∥٢F

s.t. X = XS + E,

PΩ (X) = PΩ (W) ,

(٢ . ٧)

8sparse self-representation



٢٧۴١٩ - ٩ (١۴٠٠) (٣)٧ جبرخطی و موجک ها شاکری/ آقامحمدی،

افزوده ی لاگرانژین روی ضرایب متناوب جهت روش از استفاده با (٢ . ٧) مسئله ی حل می کنیم. بررسی را

می شود ارائه زیر به صورت فوق مسئله ی افزوده ی لاگرانژین .[٣] است شده ارائه فوق مسئله ی

(٢ . ٨)
ℓµ(X, S , E,Y, µ) = ∥S ∥∗ + λ∥E∥٢F + ⟨Y, X − XS − E⟩ + µ

٢
∥X − XS − E∥٢F ,

s.t. PΩ (X) = PΩ (W) ,

مسئله ی حل با می باشد. خطا ماتریس E و جریمه پارامتر µ ، لاگرانژ ضرایب ماتریس Y ∈ Rm×n که

می آید به دست متغیرها رسانی به روز برای زیر تکراری فرمول های ،(٢ . ٨) مینیمم سازی



S k+١ = D(µη)−١
(
S k − ∇k

S / (µη)
)
,

Xk+١ = Xk − t∇k
X; s.t. PΩ

(
Xk+١
)
= PΩ (M) ,

Ek+١ =
µ

٢λ+µ

(
Xk+١ − Xk+١S k+١ + Yk/µ

)
,

Yk+١ = Yk + µ
(
Xk+١ − Xk+١S k+١ − Ek+١

)
,

(٢ . ٩)

می شوند تعریف زیر به صورت و بوده Xk و S k در X و  S ماتریس های گرادیان ترتیب به ∇k
X و ∇k

S که

∇k
S =µ

(
−Xk
)T (

Xk − XkS k − Ek + Yk/µ
)
,

∇k
X =
(
Xk − XkS k+١ − Ek + Yk/µ

) (
I − S k+١

)T
.

(٢ . ١٠)

نرم و رتبه بر مبتنی روش های عیوب فاقد و بوده متوسط سرعت با روش هایی خودضربی روش های

متوسط سرعت بر و داد افزایش را الگوریتم ها این اجرای سرعت بتوان اگر بنابراین می باشند. مرکزی

راهکار چند مقاله این در کرد. استفاده روش ها این بازیابی بالای قابلیت از می توان کرد، غلبه روش ها این

پیچیدگی کردن خنثی طریق از راهکار ها این است. شده ارائه خودضربی روش های سرعت افزایش برای

نیز و رتبه پایین خودضربی روش حل الگوریتم مرحله  ی هر در رفته به کار منفرد مقدار تجزیه ی محاسباتی

افزایش را خودضربی روش های همگرایی سرعت زیرمسئله، دو به ماتریس تکمیل مسئله ی تقسیم ایده ی

ماتریس، تکمیل مسئله ی حل برای شده ارائه روش های از دیگری دسته ی که می کنیم یادآوری می دهند.



٢٨۴١٩ - ٩ (١۴٠٠) (٣)٧ جبرخطی و موجک ها شاکری/ آقامحمدی،

هر در منفرد مقدار تجزیه ی محاسبه ی علت به که می باشد مرکزی نرم مینیمم سازی بر مبتنی روش های

.[٧ ،٢] نیستند مناسب بزرگ ابعاد با مسائل برای و دارند بالایی محاسباتی پیچیدگی تکرار

پیشنهادی روشهای . ٣

(SR-TriLR) رتبه پایین خودضربی عاملی سه روش . ٣ . ١

داریم قصد رتبه پایین خودضربی روش در منفرد مقدار تجزیه ی از ناشی محاسباتی هزینه ی کاهش برای

با را خودضربی روش در S ضرایب ماتریس ،[۶] سریع سه تایی تجزیه ی روش ایده ی از استفاده با که

عدد یک r′ ≪ min(m, n) ،M ∈ Rr′×r′ ،L ∈ Rn×r′ که کنیم جایگزین LMLT به صورت تقریب یک

نرم محاسبه ی و منفرد مقدار تجزیه ی که می شود باعث جایگزینی این .LT L = I و بوده دلخواه صحیح

پیچیدگی کاهش به منجر که گیرد انجام S ماتریس از کوچک تر بسیار ابعادی با M ماتریس روی مرکزی

متغیر از استفاده و رتبه پایین خودضربی روش روی جایگزینی این اعمال با می شود. مسئله محاسباتی

بود خواهد زیر به صورت مسئله Z = LMLT کمکی

min
X,Z,L,M,E

∥M∥∗ + λ ∥E∥٢F

s.t. X = XZ + E,

Z = LMLT ,

LT L = I,

PΩ (X) = PΩ (W) .

(٣ . ١)

روی فقط را ایده این خودضربی، دیگر روش دو به نسبت رتبه پایین خودضربی روش پایین سرعت دلیل به

محاسباتی پیچیدگی دارای تکرار هر در منفرد مقدار تجزیه  ی محاسبه ی وجود به خاطر که رتبه پایین روش

می کنیم. پیاده می باشد بیشتری

مسئله ی ) ،X رتبه ی مینیمم سازی مسئله ی جواب از تقریب یک ،(٣ . ١) مسئله ی جواب .٣ . ١ قضیه
می باشد. ،( (۴ . ١)



٢٩۴١٩ - ٩ (١۴٠٠) (٣)٧ جبرخطی و موجک ها شاکری/ آقامحمدی،

، UT U = UUT = I که باشد X ماتریس منفرد مقدار تجزیه ی X = UΣVT کنید فرض اثبات:
مینیمم سازی ما هدف است. X ماتریس رتبه ی r و diag(Σ) = (σ١, . . . , σr) ،VVT = VT V = I

می باشد زیر تابع

∥M∥∗ +
λ

٢
∥E∥٢F = ∥M∥∗ +

λ

٢
∥∥∥XLMLT − X

∥∥∥٢
F (٣ . ٢)

رابطه هدف تابع زیرگرادیان مجموعه ی عضو صفر که است کافی فوق تابع مینیمم آوردن به دست برای

می دهیم قرار و آورده به دست را (٣ . ٢) تابع گرادیان زیر بنابراین باشد (٣ . ٢)

٠ ∈ ∂ ∥M∥∗ + λ (XL)T
(
XLMLT − X

)
L

٠ ∈ ١
λ
∂ ∥M∥∗ + LT UΣ٢UL (M − I)

(٣ . ٣)

[٣] می آید دست به زیر به صورت M ماتریس (٣ . ٣) رابطه از استفاده با

M =
(
I+ −

١
λ

LT V+Σ−٢
+ VT

+L
)
= LT V+

(
I+ −

١
λ
Σ−٢
+

)
VT
+L (۴ . ٣)

نتیجه در و

∥M∥∗ =
∥∥∥∥∥LT V+

(
I+ −

١
λ
Σ−٢
+

)
VT
+L
∥∥∥∥∥∗

=

∥∥∥∥∥I+ − ١
λ
Σ−٢
+

∥∥∥∥∥∗
=
∑
σ+

(
١ − ١
λ
σ−٢
+

) (۵ . ٣)

از منفردی مقادیر σ+ ، ١/
√
λ از بزرگ تر آن قطر که X ماتریس منفرد مقادیر قطری ماتریس Σ+ که

ماتریس V+ ماتریس و ( Σ+ اصلی قطری روی (اعضای ١/
√
λ از بزرگ تر آنها مقدار که X ماتریس

.size(I+) = size(Σ+) که می باشد همانی ماتریس یک I+ و Σ+ با مرتبط منفرد بردارهای

جواب مسئله ی ،X ماتریس منفرد مقادیر بزرگ ترین از تابعی به صورت را ∥M∥∗ ،(۵ . ٣) رابطه  ی در



٣٠۴١٩ - ٩ (١۴٠٠) (٣)٧ جبرخطی و موجک ها شاکری/ آقامحمدی،

مقدار X ماتریس منفرد مقادیر بزرگ ترین کاهش با (۵ . ٣) رابطه ی به توجه با آوردیم. به دست (۵ . ١)

هدف تابع مینیمم سازی ∥E∥٢F عبارت گرفتن نادیده با بنابراین می یابد، کاهش M ماتریس مرکزی نرم

مسئله ی جواب X ماتریس اگر نتیجه در می باشد، معادل (۵ . ١) مسئله ی مینیمم سازی با (٣ . ١) مسئله  ی

(۴ . ١) مسئله جواب از تقریبی لذا و (۵ . ١) مسئله ی جواب از تقریب یک صورت این در باشد، (٣ . ١)

□ می باشد.

می  شود تعریف زیر به صورت (٣ . ١) مسئله ی افزوده ی لاگرانژین

ℓµ(X,Z, L,M, E,Y١,Y٢, µ) = ∥M∥∗ + λ ∥E∥F
+ ⟨Y١, X − XZ − E⟩ + µ

٢
∥X − XZ − E∥٢F

+
⟨
Y٢,Z − LMLT

⟩
+
µ

٢
∥∥∥Z − LMLT

∥∥∥٢
F

s.t. LT L = I,

PΩ(X) = PΩ(W),

(۶ . ٣)

متناوب جهت روش می باشد. جریمه ضریب µ و لاگرانژ ضرایب Y٢ ∈ Rn×n ،Y١ ∈ Rm×n که به طوری

می کند حل زیر تکراری صورت به را (٣ . ١) مسئله ی ،(۶ . ٣) گرفتن نظر در با ضرایب

Mk+١ = arg min
M
∥M∥∗ +

µ

٢
∥∥∥Zk − LkM(Lk)T + Yk

٢/µ
∥∥∥٢

F . (٣ . ٧)

M ماتریس جواب منفرد مقدار کاهش عملگر از استفاده با می توان ،(٣ . ٧) مینیمم سازی زیرمسئله ی در

داد ارائه زیر به صورت را

Mk+١ = Dµ−١
(
Zk + Yk

٢/µ
)
. (٣ . ٨)



٣١۴١٩ - ٩ (١۴٠٠) (٣)٧ جبرخطی و موجک ها شاکری/ آقامحمدی،

می آید به دست (۶ . ٣) مسئله ی در Zk+١ ماتریس بهین جواب نیز زیر زیرمسئله ی حل با

Zk+١ = arg min
Z

١
٢
∥∥∥Xk − XkZ − Ek + Yk

١/µ
∥∥∥٢

F

+
١
٢
∥∥∥Z − LkMk+١(Lk)T + Yk

٢/µ
∥∥∥٢

F ,
(٣ . ٩)

یافت دست صریح جواب به می  توان گرادیان روش از استفاده با و

Zk+١ = Zk − t١∇k
Z, (٣ . ١٠)

می آید به دست زیر شکل به و بوده Zk در Z گرادیان ∇k
Z که

∇k
Z =
(
Zk − LkMk+١(Lk)T + Yk

٢/µ
)
−
(
Xk
)T (

Xk − XkZk − Ek + Yk
١/µ
)
, (٣ . ١١)

X جواب یافتن برای بهینه سازی مسئله ی فرمول بندی می باشد. گام طول نیز t١ < ١/
(∥∥∥Xk
∥∥∥٢

٢ + ٢
)

و

می باشد  زیر به صورت نیز

Xk+١ = arg min
X

µ

٢
∥∥∥X − XZk+١ − Ek + Yk

١/µ
∥∥∥٢

F , (٣ . ١٢)

داریم (٣ . ١٢) مسئله ی بر گرادیان روش اعمال با و

Xk+١ = Xk − t٢∇k
X;

s.t. PΩ
(
Xk+١
)
= PΩ (M) ,

(٣ . ١٣)

و بوده گام طول t٢ < ١/
∥∥∥I − Zk+١

∥∥∥٢
٢ که

∇k
X =
(
Xk − XkZk+١ − Ek + Yk

١/µ
) (

I − Zk+١
)T
, (١۴ . ٣)



٣٢۴١٩ - ٩ (١۴٠٠) (٣)٧ جبرخطی و موجک ها شاکری/ آقامحمدی،

زیر به صورت بهینه سازی مسئله ی ،(۶ . ٣) مسئله ی در L ماتریس یافتن برای می   باشد. Xk در X گرادیان

می شود ارائه

Lk+١ = arg min
L

∥∥∥Zk+١ − LMk(Lk)T + Y٢/µ
∥∥∥٢

F , (١۵ . ٣)

داد ارائه L ماتریس برای صریح جواب یک می توان زیر فرمول از استفاده با و

LMk+١(Lk)T = Zk+١ + Yk
٢/µ,

LMk+١ =
(
Zk+١ + Yk

٢/µ
)

Lk.
(١۶ . ٣)

داریم ، P = Z + Y٢/µ کنیم تعریف اگر

Lk+١ = QR
(
LkMk+١

)
= QR

(
PkLk
)
, (٣ . ١٧)

کرد رسانی به روز زیر به صورت می توان را E ماتریس مرحله این تا آمده به دست جواب های از استفاده با

Ek+١ = arg min
E
λ ∥E∥٢F +

µ

٢
∥∥∥Xk+١ − Xk+١Zk+١ − E + Yk

١/µ
∥∥∥٢

F , (٣ . ١٨)

کرد محاسبه زیر به صورت و مستقیم را E خطای ماتریس گرادیان، دادن قرار صفر با و

Ek+١ =
µ

٢λ + µ
(
Xk+١ − Xk+١Zk+١ + Yk

١/µ
)
. (٣ . ١٩)

می آیند به دست زیر رابطه ی از نیز Y٢ و Y١ لاگرانژ ضریب دو

Yk+١
١ = Yk

١ + µ
(
Xk+١ − Xk+١Zk+١ − Ek+١

)
,

Yk+١
٢ = Yk

٢ + µ
(
Zk+١ − Lk+١Mk+١(Lk+١)T

)
.

(٣ . ٢٠)

می شود ارائه زیر به صورت (۶ . ٣) مینیمم سازی مسئله ی حل الگوریتم شده، انجام محاسبات به توجه با



٣٣۴١٩ - ٩ (١۴٠٠) (٣)٧ جبرخطی و موجک ها شاکری/ آقامحمدی،

Algorithm 1: Low Rank Tri Factorization Self Representation method (TriSR-
LR)

Input: Ω, PΩ(W), µ, µmax, ρ, max-iter, k = 0, ε, λ.

Initialization: M = 0, L = I, X = PΩ(W), Z = 0, E = 0, Y1 = 0, Y2 = 0.

Output: X = X(k), Z = Z(k), E = E(k).

while not converged and k < max-iter do

• Fix the others and update M by Eq. (3.8).

• Fix the others and update Z by Eq. (3.10).

• Fix the others and update X by Eq. (3.13).

• Fix the others and update L by Eq. (3.17).

• Fix the others and update E by Eq. (3.19).

• Update the multipliers Y1 and Y2 by Eq. (3.20).

• Check the convergence condition

c1 =
∥∥∥X(k+1) − X(k+1)Z(k+1) − E(k+1)

∥∥∥2
F / ∥M∥

2
F

c2 = max
{∥∥∥Z(k+1) − Z(k)

∥∥∥2
F ,
∥∥∥X(k+1) − X(k)

∥∥∥2
F ,
∥∥∥E(k+1) − E(k)

∥∥∥2
F

}
/ ∥M∥2F

– if c1 < ε and c2 < ε, converged;

– else µ = min(ρµ, µmax) and k = k + 1.



٣۴۴١٩ - ٩ (١۴٠٠) (٣)٧ جبرخطی و موجک ها شاکری/ آقامحمدی،

end while
است. شده گرفته [٨] از زیر قضیه ی ایده ی

که باشد ١ الگوریتم از شده تولید دنباله ی
{
T j

}∞
j=١

کنید فرض .٣ . ٢ قضیه

T j =
(
X j,Z j, L j,M j, E j,Y١ j,Y٢ j

)
دنباله ی حدی نقطه ی هر آن گاه ،lim j−→∞

(
T j+١ − T j

)
= ٠ و بوده کراندار

{
T j

}∞
j=١

دنباله ی اگر

به صورت
{
T j

}∞
j=١

T ∗ =
(
X∗,Z∗, L∗,M∗, E∗,Y∗١ ,Y

∗
٢

)
زیر KKT شرایط در

∇ℓX∗ = Y∗١
(
I − Z∗

)T
= ٠

∇ℓZ∗ = −
(
X∗
)T Y∗١ + Y∗٢ = ٠

∇ℓL∗ = −Y∗٢L∗
(
M∗
)T
= ٠

∇ℓE∗ = ٢λE∗ − Y∗١ = ٠

٠ ∈ ∂ℓM∗ = ∂
∥∥∥M∗∥∥∥∗ + (L∗)T Y∗٢L∗

(٣ . ٢١)

با است معادل که مسئله بودن شدنی همچنین و

X∗ − X∗Z∗ − E∗ = ٠

Z∗ − L∗M∗
(
L∗
)T
= ٠

(٣ . ٢٢)

بود. خواهد همگرا مسئله KKT نقطه ی به باشد، همگرا فوق دنباله ی اگر بنابراین و می کند صدق



٣۵۴١٩ - ٩ (١۴٠٠) (٣)٧ جبرخطی و موجک ها شاکری/ آقامحمدی،

داریم ١ الگوریتم در آمده دست به روابط از استفاده با اثبات:

Yk+١
١ − Yk

١ =µ
(
Xk+١ − Xk+١Zk+١ − Ek+١

)
,

Yk+١
٢ − Yk

٢ =µ
(
Zk+١ − Lk+١Mk+١(Lk+١)T

)
,

٠ ∈ ١
µ
∂
∥∥∥Mk+١

∥∥∥∗ + Mk+١ −
(
Lk
)T (

Zk + Yk
٢/µ
)

Lk,

Zk+١ − Zk = − t١
(
Zk − LkMk+١(Lk)T + Yk

٢/µ
)

+ t١
(
Xk
)T (

Xk − XkZk − Ek + Yk
١/µ
)
,

Xk+١ − Xk =t٢
(
Xk − XkZk+١ − Ek + Yk

١/µ
) (

I − Zk+١
)T
,

Lk+١ − Lk =
(
Zk+١ + Yk

٢/µ
)

Lk
(
Mk+١

)−١ − Lk,

Ek+١ − Ek =
µ

٢λ + µ
(
Xk+١ − Xk+١Zk+١ + Yk

١/µ
)
− Ek.

(٣ . ٢٣)

داریم (٣ . ٢٣) رابطه ی به توجه با lim j−→∞
(
T j+١ − T j

)
= ٠ که آنجایی از

X j − X jZ j − E j −→ ٠,

Z j − L jM j
(
L j
)T −→ ٠,

Y j
١

(
I − Z j

)T −→ ٠,

−
(
X j
)T

Y j
١ + Y j

٢ −→ ٠,

− Y j
٢L j (M∗)T −→ ٠,

٢λE j − Y j
١ −→ ٠,

∂
∥∥∥M j
∥∥∥∗ + (L j

)T
Y j

٢L j −→ ٠,

(٢۴ . ٣)

□ می شود. حاصل نظر مورد نتیجه ترتیب بدین و



٣۶۴١٩ - ٩ (١۴٠٠) (٣)٧ جبرخطی و موجک ها شاکری/ آقامحمدی،

ماتریس زیر دو به ماتریس تقسیم . ٣ . ٢

است امر این نشان دهنده ی ماتریس تکمیل مسئله ی حل روش های اجرای از حاصل عددی نتایج

ایده یک می رود. بالا مسئله حل برای لازم زمان و محاسباتی هزینه  ی مسئله، ابعاد بزرگ شدن با که

می توان را ماتریس یک می باشد. زیرماتریس چند به ماتریس تقسیم مسئله، حل زمان کاهش برای

در زیرماتریس ها تعیین در باید که نکته ای اما کرد. تبدیل ماتریس زیر چند به مختلفی به صورت های

وابستگی و حساسیت می کنند، تایید را آن نگارنده توسط آمده به دست ناموفق عددی نتایج و داشت نظر

اساس بر رتبه پایین، ماتریس تکمیل مسئله ی حل ایده ی زیرا می باشد ماتریس ستون های به مسئله جواب

شود تعیین به گونه ای زیرماتریس ها باید بنابراین است. شده ارائه ماتریس ستون های بین وابستگی

چند به ستون ها تقسیم اساس بر باید زیرماتریس تعیین و بماند نخورده دست ماتریس ستون های که

داد ارائه را زیر راهکارهای می توان ستون ها تقسیم برای اما باشد. زیرماتریس

زیرماتریس ها جداگانه ی بازیابی و زیرماتریس دو در مساوی دسته ی دو در ستون ها تصادفی تقسیم •

خطا آوردن به دست و اصلی ماتریس در دادن قرار و

دادن قرار و شده اند انتخاب به تصادف که ماتریس ستون های نصف با زیرماتریس یک بازیابی •

خطا آوردن به دست و ماتریس کل بازیابی سپس و اصلی ماتریس در آمده به دست جواب

ماتریس در دادن قرار و بلوک ها جداگانه ی بازیابی مساوی، ابعاد با بلوک دو به ماتریس تقسیم •

خطا آوردن به دست و اصلی

اصلی ماتریس در آمده به دست جواب دادن قرار و ماتریس ستون های نصف با بلوک یک بازیابی •

خطا آوردن به دست و ماتریس بازیابی سپس و

ستون های اول روش بررسی در ما البته می کند تایید را سوم و اول روش کارایی آمده به دست عددی نتایج

دوم روش در آمده به دست عددی نتایج دادیم. قرار زیرماتریس دو در میان در یک به صورت را ماتریس

می باشد. راهکار دو این کارایی عدم و سرعت کاهش دقت، کاهش نشان گر چهارم و

عددی نتایج . ۴

تصادفی) (ماتریس مصنوعی داده های روی را آن ها ماتریس تکمیل روش های نتایج بررسی برای

تصادفی ماتریس های شامل مصنوعی داده های کردیم. پیاده (تصویر) واقعی داده های و W ∈ Rm×n



٣٧۴١٩ - ٩ (١۴٠٠) (٣)٧ جبرخطی و موجک ها شاکری/ آقامحمدی،

r′ = ۴۵ r′ = ۴٩ r′ = ۵٠
δ e k T(s) e k T(s) e k T(s)

٠/٣ ٣/٩e-٢٠٠ ١ ۴ ١/٧e-٢٠٠ ١ ۵ ١/٢e-۴ ٩۵ ٢
٠/۴ ٣/۵e-٢٠٠ ١ ۴ ١/۵e-٢٠٠ ١ ۵ ١/٢e-۴ ٨٠ ٢
٠/۵ ٣/۴e-٢٠٠ ١ ۴ ١/۴e-٢٠٠ ١ ۴ ١/١e-۴ ۶٨ ٢
٠/۶ ٢/٩e-٢٠٠ ١ ۴ ۵/۴e-٢٠٠ ٣ ۵ ٢/٣e-۴ ۵٧ ٢
٠/٧ ٩/۵e-٢٠٠ ١ ۴ ٢/٩e-٢٠٠ ٢ ۵ ٢/٨e-۴ ۴۶ ١
٠/٨ ٩/١e-٢٠٠ ١ ۴ ٧/٩e-٢٠٠ ٢ ۵ ٣/١e-۴ ٢٠٠ ۵

با r = ۵٠ و ۵٠٠ بعد با تصادفی ماتریس روی سریع سه تایی تجزیه ی روش پیاده سازی از حاصل عددی نتایج :١ جدول
r′ ≤ r

حاوی ) رتبه پایین زیرفضای چندین به متعلق تصادفی ماتریس های و رتبه پایین زیرفضای یک به متعلق

همه ی در می باشد. تصاویر بازیابی شامل نیز واقعی داده های می باشد. رتبه پایین) زیرماتریس چندین

کل تعداد mn و ماتریس معلوم درایه های تعداد N که δ = N/ (mn) و بوده ماتریس رتبه ی r نتایج،

با برابر آن مقدار و می دهد نشان را شده محاسبه نسبی خطای e همچنین ماتریس می باشد. درایه های

k ،W ماتریس تکمیل X ماتریس، نامعلوم درایه های اندیس های مجموعه ی Ωc که می باشد PΩc (W−X)
PΩc (W)

همه ی (در روش هر برای تکرار تعداد حداکثر kmax همگرایی، به رسیدن تا روش هر تکرارهای تعداد

می باشد. روش هر محاسبات برای شده صرف زمان T و گرفته ایم) نظر در ٢٠٠ با برابر را kmax نتایج

زیرفضا یک به متعلق ستون های و r دلخواه رتبه ی با W ∈ Rm×n تصادفی ماتریس نتایج، همه ی در

تصادفی ماتریس همچنین است. شده تولید B ∈ Rr×n و A ∈ Rm×r تصادفی ماتریس دو ضرب از

تصادفی ماتریس های از استفاده با زیرفضا l به متعلق ستون های و r دلخواه رتبه ی با W ∈ Rm×n

n١ + n٢ + · · ·+ nl = n و r١ + r٢ + · · ·+ rl = r, i = ١, ٢, . . . , l که Bi ∈ Rri×ni و Ai ∈ Rm×ri

است. شده تولید W = [A١B١, A٢B٢, . . . , AlBl] به صورت

خودضربی روش های و رتبه بر مبتنی روش های پیاده سازی از حاصل عددی نتایج . ١ . ۴

زیرفضا  یک به متعلق ستون های با تصادفی ۴ . ١ . ١ . ماتریس های

تجزیه ی روش سه رتبه، بر مبتنی روش های نتایج روی رتبه انتخاب تأثیر بررسی برای بخش این در

قوی تجزیه ی و [٩] ٩ (SASD) متناوب کاهش جهت سریع  ترین شده ی مقیاس ،[۶] سریع سه تایی

9scaled alternating steepest descent



٣٨۴١٩ - ٩ (١۴٠٠) (٣)٧ جبرخطی و موجک ها شاکری/ آقامحمدی،

r′ = ۵١ r′ = ۵۵ r′ = ۶٠
δ e k T(s) e k T(s) e k T(s)

٠/٣ ٢/٢e-۴ ٩٧ ٣ ۴/٧e-١٠٩ ٣ ٣ ١/۴e-٢٠٠ ٢ ۶
٠/۴ ١/۶e-۴ ٧٩ ٢ ١/٧e-۴ ٧٩ ٢ ٢/۶e-۴ ٢٠٠ ۶
٠/۵ ١/۶e-۴ ۶٢ ٢ ١/۶e-۴ ۶٢ ٢ ١/٧e-۴ ۶١ ٢
٠/۶ ٢/۴e-۴ ۵۶ ٢ ٢/۴e-۴ ۵۶ ٢ ٢/۴e-۴ ۵۶ ٢
٠/٧ ٢/٨e-۴ ۴۶ ١ ٢/٨e-۴ ۴۶ ٢ ٢/٨e-۴ ۴۶ ٢
٠/٨ ٣/١e-۴ ٢٠٠ ۵ ٣/١e-۴ ٢٠٠ ۵ ٣/٣e-۴ ٢٠٠ ۶

با r = ۵٠ و ۵٠٠ بعد با تصادفی ماتریس روی سریع سه تایی تجزیه ی روش پیاده سازی از حاصل عددی نتایج :٢ جدول
r′ > r

r′ = ۴۵ r′ = ۴٩ r′ = ۵٠
δ e k T(s) e k T(s) e k T(s)

٠/٣ ٣/٨e-٢٠٠ ١ ۴ ١/٧e-٢٠٠ ١ ۴ ۶/٨e-۵ ١٠٨ ٣
٠/۴ ٣/۴e-٢٠٠ ١ ۴ ١/۵e-١٨٧ ١ ۴ ٢/۵e-۵ ۴۵ ١
٠/۵ ٣/٣e-٢٠٠ ١ ٣ ١/۴e-٢٠٠ ١ ٣ ١/٩e-۵ ٢٨ ١
٠/۶ ٣/۵e-١٩٧ ١ ٣ ١/۵e-٢٠٠ ١ ٣ ١/۴e-۵ ٢٠ ١
٠/٧ ۴/٠e-١٧١ ١ ٣ ١/٧e-٢٠٠ ١ ٣ ۶/٩e-۶ ١۶ ٠/۶۵
٠/٨ ۴/٧e-١٨٣ ١ ٣ ٢/٠e-٢٠٠ ١ ٣ ۵/٣e-۶ ١٣ ٠/۴١

با تصادفی ماتریس روی متناوب کاهش جهت سریع ترین شده ی مقیاس روش پیاده سازی از حاصل عددی نتایج :٣ جدول
r′ ≤ r با r = ۵٠ و ۵٠٠ بعد

r′ = ۵١ r′ = ۵۵ r′ = ۶٠
δ e k T(s) e k T(s) e k T(s)

٠/٣ ٣/٢e-١ ٣۵۶ ٣ ١/۴e-٢٠٠ ٢ ۴ ٣/٢e-٢٠٠ ٢ ۴
٠/۴ ۴/۶e-٣ ۵۵ ١ ١/٢e-١١٠ ٢ ٢ ١/٧e-٢٠٠ ٢ ۴
٠/۵ ٢/٩e-٣ ۴٣ ١ ٨/١e-٣ ۵۶ ١ ١/٧e-٧ ٢۵ ١
٠/۶ ۴/۵e-۴ ٢۵ ١ ٣/۴e-٣ ٣۵ ١ ١/٣e-٢ ۶١ ١
٠/٧ ۴/۵e-١ ٣۶ ٠/۵٣ ٨/٩e-٢٠ ٣ ١ ١/۴e-٣٣ ٢ ١
٠/٨ ١/٨e-۴ ١٣ ٠/۴۵ ۴/٢e-١٨ ٣ ٠/۴٧ ١/١e-٢ ٢۶ ١

با تصادفی ماتریس روی متناوب کاهش جهت سریع ترین شده ی مقیاس روش پیاده سازی از حاصل عددی نتایج :۴ جدول
r′ > r با r = ۵٠ و ۵٠٠ بعد



٣٩۴١٩ - ٩ (١۴٠٠) (٣)٧ جبرخطی و موجک ها شاکری/ آقامحمدی،

r′ = ۴۵ r′ = ۴٩ r′ = ۵٠
δ e k T(s) e k T(s) e k T(s)

٠/٣ ٣/٧e-٢٠٠ ١ ۴ ١/۶e-٢٠٠ ١ ۴ ٧/٠e-٢٠٠ ٣ ۴
٠/۴ ٣/١e-٢٠٠ ١ ۴ ١/٣e-٢٠٠ ١ ٣ ١/۴e-۴ ١٢٩ ١
٠/۵ ٢/٨e-٢٠٠ ١ ٣ ١/٢e-٢٠٠ ١ ٣ ٧/۵e-۵ ٧٠ ٢
٠/۶ ٢/٧e-٢٠٠ ١ ٣ ١/٢e-٢٠٠ ١ ٣ ۵/٢e-۵ ۴۴ ٢
٠/٧ ٢/۶e-٢٠٠ ١ ٣ ١/١e-٢٠٠ ١ ٣ ٣/٣e-۵ ٣٠ ١
٠/٨ ٢/۵e-٢٠٠ ١ ٣ ١/١e-٢٠٠ ١ ٣ ٢/٩e-۵ ٢١ ١

r′ ≤ r با r = ۵٠ و ۵٠٠ بعد با تصادفی ماتریس روی قوی تجزیه ی روش پیاده سازی از حاصل عددی نتایج :۵ جدول

r′ = ۵١ r′ = ۵۵ r′ = ۶٠
δ e k T(s) e k T(s) e k T(s)

٠/٣ ٩/٨e-٢٠٠ ٣ ٣ ٣/١e-٢٠٠ ٢ ۴ ٨/٣e-٢٠٠ ٢ ۴
٠/۴ ٧/٢e-۴ ١۴٢ ١ ١/٩e-٢٠٠ ٢ ٢ ٢/۵e-٢٠٠ ٢ ۴
٠/۵ ٩/١e-٩٠ ٣ ١ ١/۵e-١٢٠ ٢ ١ ٣/٣e-١ ٢۵٨ ١
٠/۶ ٢/۵e-٣ ۵٧ ١ ١/٠e-٨ ٢۵ ١ ٣/۵e-١٧٠ ٢ ١
٠/٧ ١/۶e-٣٠ ٢ ١ ٢/٢e-٢ ۴۵ ٢ ٣/۶e-٢ ۶۵ ١
٠/٨ ٨/۴e-۴ ٢۴ ٠/۵٣ ١/٣e-٢ ۴۴ ١ ٣/١e-٢ ۵٠ ١

r′ > r با r = ۵٠ و ۵٠٠ بعد با تصادفی ماتریس روی قوی تجزیه ی روش پیاده سازی از حاصل عددی نتایج :۶ جدول

SR-Sp SR-LS SR-LR
δ e k T(s) e k T(s) e k T(s)

٠/٣ ٩/۴e-٧٨ ٣ ١٣ ٩/۶e-٧٧ ٣ ١٣ ١/۴e-٧٣ ٢ ٢٣
٠/۴ ۶/٨e-٣ ۶۴ ١١ ٧/٠e-٣ ۶٣ ١١ ٨/۵e-٣ ۶٠ ١٨
٠/۵ ۵/٩e-٣ ۵٢ ٩ ۶/٠e-٣ ۵١ ٩ ٧/۴e-٣ ۴٩ ١۶
٠/۶ ۵/٣e-٣ ۴٢ ٨ ۵/٣e-٣ ۴١ ٧ ۶/١e-٣ ۴٠ ١٢
٠/٧ ۴/٠e-٣ ٣۵ ۶ ۴/١e-٣ ٣۴ ۶ ۴/٨e-٣٣ ٣ ١٠
٠/٨ ٢/٢e-٣٢ ٣ ۶ ٢/٣e-٣١ ٣ ۵ ٢/١e-٣١ ٣ ٩

تصادفی ماتریس روی رتبه پایین و مربعات کمترین تنک، خودضربی روش های پیاده سازی از حاصل عددی نتایج :٧ جدول
r = ۵٠ و ۵٠٠ بعد با



۴٠۴١٩ - ٩ (١۴٠٠) (٣)٧ جبرخطی و موجک ها شاکری/ آقامحمدی،

با m = n = ۵٠٠ ابعاد با زیرفضا یک به متعلق ستون های با تصادفی ماتریس روی را [٩] ١٠ (PF)

١٠−۵ خطای آستانه ی با Ω یکنواخت و تصادفی مجموعه ی روی δ = ٠٫٣, ٠٫۴, . . . , ٠٫٨ و r = ۵٠

خودضربی روش های از حاصل نتایج با را نتایج و پیاده کردیم r′ = ۴۵, ۴٩, ۵٠, ۵١, ۵۵, ۶٠ ازای به

به دست نتایج ٨ جدول و رتبه بر مبتنی روش سه اجرای از آمده به دست نتایج ١-٧ جداول کردیم. مقایسه

r′ < r هر ازای به که می دهد نشان ١-٧ جداول عددی نتایج می باشد. خودضربی روش  های از آمده

با که یافت دست قبولی قابل خطای به می توان r′ ≥ r برای تنها و می باشد زیاد بسیار بازیابی، خطای

می رود سؤال زیر مسئله حل برای استفاده مورد فرض و اساس و می باشد تناقض در رتبه کردن مینیمم

یک یافتن ما مسئله ی که صورتی در رسید ممکن رتبه ی کمترین با جوابی به نمی توان شرایط این با زیرا

وجود ماتریس اصلی رتبه ی یافتن برای هم مناسبی الگوریتم دیگر طرف از می باشد. رتبه پایین ماتریس

به واقعی مسائل در همچنین ضعیفند، بسیار رتبه رسانی روز به برای استفاده مورد الگوریتم های و ندارد

مناسبی روش های رتبه بر مبتنی روش های دلایل این همه ی با پس نداریم. دسترسی ماتریس اصلی رتبه ی

با مسئله حل با که می دهد نشان ٧ جدول نتایج بررسی اما نمی باشند. ماتریس تکمیل مسئله ی حل برای

٣،١ جداول دوم و اول ستون های در شده ذکر خطای از کمتر قبولی قابل خطای به خودضربی روش های

روش های به نسبت کارایی و خطا میزان لحاظ از خودضربی روش های اینجا تا پس یافته ایم. دست ۵ و

می باشد. سرعتشان بودن پایین آن ها اشکال تنها و دارد برتری رتبه بر مبتنی

تصویر روی پیاده سازی . ١ . ٢ . ۴

١ شکل در که طبیعت تصویر روی را رتبه بر مبتنی روش های پیاده سازی نتایج نیز بخش این در

١٠ و ٩ جداول در را عددی نتایج و کرده اجرا δ = ٠٫١, ٠٫٢, . . . , ٠٫٨ نمونه ی نرخ با شده داده نمایش

δ = ٠٫۵ و δ = ٠٫٣ با ١ شکل (ج) (ب)و قسمت های شده ی بازیابی تصاویر همچنین دادیم. نمایش

. است شده داده نمایش ٢-۵ شکل های در خودضربی روش های و رتبه بر مبتنی روش های از استفاده با

دو مخصوصاً خودضربی روش های دقت که می دهد نشان  ١٠ و ٩ جداول در آمده به دست نتایج مقایسه ی

مشاهده ی و می باشد تجزیه و رتبه بر مبتنی شده ی معرفی روش سه از بیش SR-LS و SR-LR روش

از شده بازیابی تصاویر با مقایسه در رتبه بر مبتنی روش های پایین دقت مؤید نیز شده بازیابی تصاویر

می باشد. خودضربی روش های

10power factorization



۴١۴١٩ - ٩ (١۴٠٠) (٣)٧ جبرخطی و موجک ها شاکری/ آقامحمدی،

باشد ماتریس تکمیل واقعی مسائل از کوچک مثال یک دهنده ی ارائه می تواند تصویر که آنجایی از

رتبه ی از کوچک تر رتبه ای با تصادفی ماتریس های بازیابی از آمده به دست نتایج دادن قرار هم کنار با و

مسئله این به توجه و رتبه بر مبتنی روش های از استفاده با تصویر بازیابی از آمده به دست نتایج و واقعی

و مطمئن تر روش های ارائه ی ضرورت نشده ارائه رتبه آوردن به دست برای کارآمدی الگوریتم تاکنون که

سرعت خودضربی روش سه عیب می دهد نشان نیز عددی نتایج که همان گونه می یابد. افزایش دقیق تر

خودضربی روش های سرعت افزایش برای قبل بخش های در که راهکار هایی با عیب این که آن هاست پایین

است. رفته بین از دادیم ارائه

تصادفی ماتریس های روی رتبه پایین خودضربی سه عاملی روش پیاده سازی . ٢ . ۴

رتبه پایین خودضربی روش و روش این  رتبه پایین، خودضربی عاملی سه  روش کارایی بررسی برای

r = رتبه ی با m = n = ١٠٠٠, ٢٠٠٠, ٣٠٠٠ ابعاد با زیرفضا یک به متعلق ماتریس  های روی را

m = n = ١٠٠٠, ٢٠٠٠ ابعاد و l = ۵ با زیرفضا چندین به متعلق ماتریس های روی و ١٠, ۵٠, ١٠٠

حاصل عددی نتایج ١٠ جدول کردیم. پیاده δ = ٠٫٣, ٠٫۴, . . . , ٠٫۶ نمونه ی نرخ با r = ۵٢, ٢٠٠ و

ماتریس های روی رتبه پایین خودضربی سه عاملی روش و رتبه پایین خودضربی روش دو پیاده سازی از

رتبه پایین خودضربی روش پیاده سازی از حاصل عددی نتایج ١١ جدول و فضا زیر یک به متعلق تصادفی

نتایج بررسی می باشد. زیرفضا چندین به متعلق ماتریس های روی رتبه پایین خودضربی سه عاملی روش  و

یکدیگر با دقیقاً رتبه پایین خودضربی سه عاملی و رتبه پایین خودضربی روش دو که می دهد نشان عددی

یکدیگر بر آمده به دست نتایج همه ی در روش دو هر تکرارهای تعداد و خطا تقریبی به طور و بوده معادل

برابر ١٫٧ تقریباً رتبه  پایین خودضربی سه عاملی روش سرعت سرعت،  لحاظ از ولی می باشند. منطبق

می باشد. رتبه پایین خودضربی روش

زیرمسئله چندین به ماتریس تکمیل مسئله ی تبدیل ایده ی پیاده سازی . ٣ . ۴

دو به ماتریس تبدیل و ١١ (SMC) ماتریس زیر دو به ماتریس تبدیل روش دو کارایی بررسی برای

با را نتایج و کرده اجرا e = ٣−١٠ معین نسبی خطای به رسیدن تا را روش ها این ١٢ (BMC) بلوک

روی را را ایده سه هر و می کنیم مقایسه ١٣ (MC) معمولی ماتریس تکمیل مسئله ی از آمده به دست نتایج

11sub matrix completion
12block matrix completion
13matrix completion



۴٢۴١٩ - ٩ (١۴٠٠) (٣)٧ جبرخطی و موجک ها شاکری/ آقامحمدی،

PF SASD FTF
δ r e k T(s) r e k T(s) r e k T(s)

٠/١ ٢ ٣/١e-٢٠٠ ١ ٠/٣١ ٢ ٢/٨e-٢٠٠ ١ ٠/۶۴ ٢ ٢/٣e-٢٠٠ ١ ٠/١٧
٠/٢ ٢ ١/٧e-٢٠٠ ١ ٠/١٧ ٢ ١/٨e-٢٠٠ ١ ٠/٣٣ ٢٠ ١/۶e-٨ ١۵ ٠/٢١
٠/٣ ٢ ١/۶e-١٣٧ ١ ٠/١۶ ٢ ١/٩e-٣ ١۵ ٠/٠۶ ٢٠ ١/۴e-٢٠٠ ١ ٠/٢۶
٠/۴ ۵ ١/۴e-٢٠٠ ١ ٠/١۴ ۵ ١/۶e-٢٠٠ ١ ٠/۶٣ ٢٠ ١/۴e-٢٠٠ ١ ٠/٢٧
٠/۵ ۵ ١/٢e-٢٠٠ ١ ٠/١٢ ۵ ١/۵e-١ ١۴٢ ٠/١٨ ٢٠ ١/۵e-٢٠٠ ١ ٠/٢٨
٠/۶ ۵ ١/٢e-١٨ ١۵ ٠/١٢ ۵ ١/٧e-٧٠ ١ ٠/٠٧ ٢ ٢/٠e-٢٠٠ ١ ١
٠/٧ ۵ ١/٢e-٢٠٠ ١ ٠/١٢ ١٠ ١/٣e-١٢٩ ١ ٠/٣٩ ٢ ٢/٠e-٢٠٠ ١ ٠/٠٨
٠/٨ ١٠ ٩/٠e-٨١ ٢ ٠/٠٨ ١۵ ١/٣e-١ ١۵٣ ٠/٣۶ ٢ ١/٩e-٢٠٠ ١ ٠/٠۶

جهت سریع ترین شده ی مقیاس سریع، سه تایی تجزیه ی رتبه ی بر مبتنی روش های پیاده سازی از حاصل عددی نتایج :٨ جدول
٧٩ × ١٢٧ بعد با طبیعت تصویر روی قوی تجزیه ی و متناوب کاهش

SR-Sp SR-LS SR-LR
δ e k T(s) e k T(s) e k T(s)

٠/١ ۶/٠e-١ ١۴۴ ١ ٢/۶e-١٠ ١۵ ٠/٣٨ ٢/۶e-١١٠ ١ ١
٠/٢ ٣/٢e-١ ١۴٢ ١ ١/۵e-١٢٩ ١ ٠/۵١ ١/۵e-١٣٢ ١ ١
٠/٣ ١/٩e-١٢ ١۴ ٠/۴۶ ١/۴e-٩٩ ١ ٠/٣۵ ١/۴e-١٠ ١۴ ١
٠/۴ ١/۶e-١٠ ١۴ ٠/٣٨ ١/٢e-١٠٣ ١ ٠/٣٧ ١/٢e-١٠٩ ١ ١
٠/۵ ١/٢e-٩٧ ١ ٠/٣۵ ١/٠e-١٠٠ ١ ٠/٣۶ ١/٠e-١٠ ١۶ ١
٠/۶ ٩/٠e-٩٣ ٢ ٠/٣٣ ٩/٠e-٩٧ ٢ ٠/٣۵ ١/٠e-١٠٢ ١ ١
٠/٧ ٩/٠e-٨٩ ٢ ٠/٣٢ ٩/٠e-٩٣ ٢ ٠/٣۵ ٩/٠e-٩٨ ٢ ١
٠/٨ ٨/٠e-٨ ٢۶ ٠/٣٣ ٨/٠e-٩٠ ٢ ٠/٣۴ ٩/٠e-٩٣ ٢ ١

با طبیعت تصویر روی رتبه پایین و مربعات کمترین تنک، خودضربی روش های پیاده سازی از حاصل عددی نتایج :٩ جدول
٧٩ × ١٢٧ بعد



۴٣۴١٩ - ٩ (١۴٠٠) (٣)٧ جبرخطی و موجک ها شاکری/ آقامحمدی،

SR-LR TriSR-LR
n r δ e k T(s) e k T(s)

١٠٠٠
١٠ ١/٢e-١ ۵/٣e-٧٣ ٣ ۴١ ۵/٣e-٧ ٣۴ ۴٢
۵٠ ٣/٩e-١ ۵/۵e-٣ ۴۴ ۴۴ ۵/۵e-٣ ۴۵ ٢٧
١٠٠ ۵/٧e-١ ۵/٨e-٣ ۴٢ ۴١ ۵/٨e-٣ ۴٣ ٢۶

٢٠٠٠
١٠ ۶/٠e-٨/٢ ٢e-٨٩ ٣ ٨٩٢ ٨/٣e-٨٩ ٣ ۵٢٧
۵٠ ٢/۵e-١ ۵/٠e-٣ ۵۴ ۵٢٨ ۵/١e-٣ ۵۴ ٣٢٣
١٠٠ ٣/٩e-١ ۵/٣e-٣ ۴۵ ۴۴٧ ۵/٣e-٣ ۴۵ ٢٩٢

٣٠٠٠
١٠ ۴/٠e-٩/٠ ٢e-١٠٧ ٢ ٢٣١٣ ٩/٠e-١٠٨ ٢ ٩٠٧
۵٠ ١/۶e-١ ۵/٣e-٣ ۶٧ ١۴٧۶ ۵/٣e-٣ ۶٧ ۵۶٧
١٠٠ ٢/۶e-١ ۵/۶e-٣ ۵۶ ١٢۵٩ ۵/۵e-٣ ۵۶ ۶۴٨

با تصادفی ماتریس های برای رتبه پایین خودضربی و خودضربی سه عاملی روش پیاده سازی از حاصل عددی نتایج :١٠ جدول
m = n = ١٠٠٠, ٢٠٠٠, ٣٠٠٠ ابعاد با زیرفضا یک به متعلق ستون های

SR-LR TriSR-LR
n r δ e k T(s) e k T(s)

١٠٠٠ ۵٢
٠/٣ ۶/٢e-٣ ۶۶ ۶٧ ۶/٢e-٣ ۶۶ ٣۶
٠/۴ ۴/٣e-٣ ۵٧ ۵۶ ۴/٣e-٣ ۵٧ ٣٢
٠/۵ ٣/۶e-٣ ۴٩ ۴٩ ٣/۶e-٣ ۴٩ ٢٧

٢٠٠٠ ٢٠٠
٠/٣ ٣/١e-٨١ ١ ٧٧٧ ٣/١e-٨١ ١ ۴٨۴
٠/۴ ١/٣e-٧٠ ٢ ۶٨۴ ١/٣e-٧٠ ٢ ۴١٢
٠/۵ ٨/٩e-٣ ۶٠ ۶٣۴ ٨/٩e-٣ ۶٠ ۴٠١
٠/۶ ۴/٩e-٣ ۵۵ ۵۵٩ ۴/٩e-٣ ۵۵ ٣٣٨

با تصادفی ماتریس های برای رتبه پایین خودضربی و خودضربی سه عاملی روش پیاده سازی از حاصل عددی نتایج :١١ جدول
m = n = ١٠٠٠, ٢٠٠٠ ابعاد با زیرفضا چندین به متعلق ستون های



۴۴۴١٩ - ٩ (١۴٠٠) (٣)٧ جبرخطی و موجک ها شاکری/ آقامحمدی،

MC SMC BMC
n r δ k T(s) k T(s) k T(s)

١٠٠٠
١٠ ٠/١٢ ٩٩ ١١١ ١١٣ ۵٣ ١١٢ ۶۴
۵٠ ٠/٣٩ ۶٧ ٨١ ٧٨ ٣۶ ٧٩ ۴٨
١٠٠ ٠/۵٧ ۶۵ ٧٣ ٨٠ ۴٠ ٨١ ۴۶

٢٠٠٠
١٠ ٠/٠٨ ١٠۴ ١٠۵٠ ١١٣ ۴٠١ ٩٩ ۴٢٨
۵٠ ٠/٢۵ ٧۴ ۶۵٧ ٨۴ ٢٩٠ ٨۴ ٣۴٨
١٠٠ ٠/٣٩ ۶۶ ۶٧٨ ٧٨ ٢٧٣ ٧٨ ٣٣۶

تکمیل مسئله ی با محاسبات سرعت نظر از مقایسه ی   آن و تنک روش روی سرعت افزایش راهکار های اعمال :١٢ جدول
m = n = ١٠٠٠, ٢٠٠٠ ابعاد با زیرفضا یک به متعلق ستون های با تصادفی ماتریس های روی ماتریس

MC SMC BMC
n r δ k T(s) k T(s) k T(s)

١٠٠٠
١٠ ٠/١٢ ٩٨ ١٠۶ ١١١ ۴۶ ١١٠ ۶٣
۵٠ ٠/٣٩ ۶٧ ٧٢ ٧٨ ٣۵ ٧٩ ۴۵
١٠٠ ٠/۵٧ ۶۵ ٧٠ ٨٠ ٣۵ ٨١ ۴٨

٢٠٠٠
١٠ ٠/٠٨ ١٠۴ ٩١۶ ١١۴ ٣۵۵ ٩٩ ۴٢۴
۵٠ ٠/٢۵ ٧۴ ۶۶۶ ٨۴ ٢٨٩ ٨۴ ٣۴٨
١٠٠ ٠/٣٩ ۶٧ ۶٣۶ ٧٨ ٢۶٨ ٧٨ ٣۴٠

مسئله ی با محاسبات سرعت نظر از آن مقایسه ی و مربعات کمترین روش روی سرعت افزایش راهکار های اعمال :١٣ جدول
m = n = ١٠٠٠, ٢٠٠٠ ابعاد با زیرفضا یک به متعلق ستون های با تصادفی ماتریس های روی ماتریس تکمیل

MC SMC BMC
n r δ k T(s) k T(s) k T(s)

١٠٠٠
١٠ ٠/١٢ ٩۶ ١٠٣ ١٢٣ ۵٧ ۵٧ ۶٧
۵٠ ٠/٣٩ ۶۶ ٧٧ ٧٨ ٣٨ ٣٩ ۴۵
١٠٠ ٠/۵٧ ۶۵ ٧۴ ٨٠ ٣٧ ۴٠ ۵٠

٢٠٠٠
١٠ ٠/٠٨ ١٠٢ ٩٢٠ ١٢۴ ٣٨۴ ۴٩ ۴١٢
۵٠ ٠/٢۵ ٧٣ ٧۶١ ٨۴ ٢٩٠ ۴٢ ٣۶١
١٠٠ ٠/٣٩ ۶۶ ۶٣١ ٧٨ ٢۶٨ ٣٩ ٣۴۵

سرعت نظر از آن مقایسه ی و رتبه پایین خودضربی عاملی سه روش روی سرعت افزایش راهکار های اعمال :١۴ جدول
m = n = ابعاد با زیرفضا یک به متعلق ستون های با تصادفی ماتریس های روی ماتریس تکمیل مسئله ی با محاسبات

١٠٠٠, ٢٠٠٠



۴۵۴١٩ - ٩ (١۴٠٠) (٣)٧ جبرخطی و موجک ها شاکری/ آقامحمدی،

MC SMC BMC
n r δ k T(s) k T(s) k T(s)

١٠٠٠ ۵٠ ٠/٣٩ ۶٨ ٩٨ ٨۶ ۴٧ ٧۵ ٣٢
١٠٠ ٠/۵٧ ۶۵ ٩٣ ٨۵ ۴٣ ٧٢ ٣١

٢٠٠٠ ۵٠ ٠/٢۵ ٧۶ ٨٣٨ ٨٩ ٣۵۵ ٧٩ ٣٠٧
١٠٠ ٠/٣٩ ۶٨ ٧۵١ ٨٢ ٢٨٨ ٧٢ ٢٨٠

تکمیل مسئله ی با محاسبات سرعت نظر از آن مقایسه ی و تنک روش روی سرعت افزایش اعمال راهکار های :١۵ جدول
m = n = ١٠٠٠, ٢٠٠٠ ابعاد با زیرفضا چندین به متعلق ستون های با تصادفی ماتریس های روی ماتریس

MC SMC BMC
n r δ k T(s) k T(s) k T(s)

١٠٠٠ ۵٠ ٠/٣٩ ٧١ ١٠٢ ٨٧ ۴۶ ٧۶ ٣٢
١٠٠ ٠/۵٧ ۶٨ ٩٩ ٨۶ ۴۴ ٧٢ ٣١

٢٠٠٠ ۵٠ ٠/٢۵ ٧٨ ٨۶٠ ٩١ ٣۵١ ٨٠ ٣٠٢
١٠٠ ٠/٣٩ ۶٩ ٧۶١ ٨٣ ٢٩٣ ٧٢ ٢٨٠

مسئله ی با محاسبات سرعت نظر از آن مقایسه ی و مربعات کمترین روش روی سرعت افزایش راهکار های اعمال :١۶ جدول
m = n = ١٠٠٠, ٢٠٠٠ ابعاد با زیرفضا چندین به متعلق ستون های با تصادفی ماتریس های روی ماتریس تکمیل

MC SMC BMC
n r δ k T(s) k T(s) k T(s)

١٠٠٠ ۵٠ ٠/٣٩ ۶٨ ١٠٠ ٨۴ ۴۴ ٣۵ ٣١
١٠٠ ٠/۵٧ ۶۵ ٩۴ ٨٢ ۴۴ ٣٣ ٣٠

٢٠٠٠ ۵٠ ٠/٢۵ ٧۶ ٨٣٨ ٩٠ ٣٠۴ ٣٨ ٢٩۶
١٠٠ ٠/٣٩ ۶٧ ٧۴٢ ٨١ ٢٩۶ ٣۴ ٢٧۴

سرعت نظر از آن مقایسه ی و رتبه  پایین خودضربی عاملی سه روش روی سرعت افزایش راهکار های اعمال :١٧ جدول
m = n = ابعاد با زیرفضا چندین به متعلق ستون های با تصادفی ماتریس های روی ماتریس تکمیل مسئله ی با محاسبات

١٠٠٠, ٢٠٠٠
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δ = با طبیعت ناقص تصویر (ج)
٠٫۵

δ = با طبیعت ناقص تصویر (ب)
٠٫٣

طبیعت (آ)

روش های با تا کرده ایم حذف را آن ها از نقاطی یکنواخت و تصادفی صورت به که تصاویری با همراه ”طبیعت” تصویر :١ شکل
کنیم.  بازیابی مختلف

SASD (ج) PF (ب) FTF (آ)

برای که روشی تصویر هر زیر در که رتبه بر مبتنی روش سه با δ = ٠٫٣ با طبیعت ناقص تصویر شده ی بازیابی تصاویر :٢ شکل
است. شده مشخص شده استفاده بازیابی

TriSR-LR (ج) SR-LS (ب) SR-Sp (آ)

برای که روشی تصویر هر زیر در که خودضربی روش سه با δ = ٠٫٣ با طبیعت ناقص تصویر شده ی بازیابی تصاویر :٣ شکل
است. شده مشخص شده استفاده بازیابی

نشان قبل بخش در که آنجایی از می کنیم. اعمال تنک و مربعات کمترین تقریب خودضربی روش های

با لحاظ همه از زمان جز به رتبه پایین، خودضربی عاملی سه روش و رتبه پایین خودضربی روش دو که دادیم

رتبه پایین خودضربی سه عاملی روش روی را راهکار ها رتبه پایین خودضربی روش به جای منطبقند، یکدیگر

زیرفضا به یک متعلق تصادفی ماتریس روی آن ها اجرای با را شده ارائه راهکار دو کارایی می کنیم. پیاده

تصادفی ماتریس  های روی همچنین و r = ١٠, ۵٠, ١٠٠ رتبه ی ، m = n = ١٠٠٠, ٢٠٠٠ ابعاد با
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SASD (ج) PF (ب) FTF (آ)

برای که روشی تصویر هر زیر در که رتبه بر مبتنی روش سه با δ = ٠٫۵ با طبیعت ناقص تصویر شده ی بازیابی تصاویر :۴ شکل
است. شده مشخص شده استفاده بازیابی

TriSR-LR (ج) SR-LS (ب) SR-Sp (آ)

برای که روشی تصویر هر زیر در که خودضربی روش سه با δ = ٠٫۵ با طبیعت ناقص تصویر شده ی بازیابی تصاویر :۵ شکل
است. شده مشخص شده استفاده بازیابی

نمونه ی نرخ های با r = ۵٠, ١٠٠ رتبه ی ، m = n = ١٠٠٠, ٢٠٠٠ ابعاد با زیرفضا چندین به  متعلق

تصادفی ماتریس تکمیل در راهکار ها اعمال از حاصل نتایج ١۴-١٢ جداول می کنیم. بررسی دلخواه

ماتریس های روی رتبه پایین خودضربی سه عاملی روش و مربعات کمترین تنک، خودضربی روش سه با

ماتریس تکمیل در راهکار ها اعمال از حاصل نتایج ١-١٧۵ جداول و زیرفضا یک به متعلق تصادفی

روی رتبه پایین خودضربی سه عاملی و مربعات کمترین تقریب و تنک خودضربی روش سه با تصادفی

نشان ١۴-١٢ جداول از حاصل عددی نتایج بررسی می باشد. زیرفضا چندین به متعلق ماتریس های

بلوک بندی به نسبت بیشتری سرعت شاهد ستون ها میان در یک انتخاب راهکار اعمال با که می دهد

سرعت دارای معمول به صورت ماتریس تکمیل مسئله ی حل به نسبت راهکار دو هر و می باشیم ماتریس

رتبه پایین ماتریس های برخلاف که می دهد نشان ١-١٧۵ جداول عددی نتایج بررسی می باشند. بیشتری

شاهد زیرفضا چندین به متعلق ماتریس های روی بلوک بندی راهکار اعمال با زیرفضا یک به  متعلق

حل به نسبت راهکار دو هر همچنین می باشیم، ستون ها میان در یک انتخاب به نسبت بیشتری سرعت

می باشند. بیشتری سرعت دارای معمول به صورت ماتریس تکمیل مسئله ی
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نتیجه گیری . ۵

تا بودیم خودضربی روش های سرعت افزایش برای مفیدی الگوریتم های ارائه ی دنبال به مقاله این در

پیشنهادی روش پیاده سازی از آمده دست به عددی نتایج دهیم. افزایش آن ها در را عملیات سرعت بتوانیم

دارای رتبه پایین خودضربی روش با مقایسه در روش این که می دهد نشان رتبه پایین سه عاملی خودضربی

روش این با کاملا همگرایی به رسیدن تا لازم تکرارهای تعداد و دقت لحاظ از و بوده بیشتری سرعت

دو به ماتریس بندی تقسیم ایده ی دو اجرای از حاصل عددی شبیه سازی های همچنین می باشد. منطبق

سرعت افزایش باعث ناقص ماتریس روی ایده ها این پیاده سازی که است مطلب این مؤید نیز زیرماتریس

می باشد. ماتریس تکمیل مسئله ی حل
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